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1 YBon

Kao jemna om HajcTapujux MaTeMaTUYKUX AUCIUIIINHA, KOja CBOje KO-
pere nmosexxke jom npe 2000 romuuaa, Teopuja OpojeBa je jemHa O HajBaK-
Hujux obsactu matematuke. I[IpoyuaBajyhu mese O6pojeBe, BekoBUMA je
IOCTaBJ/baJIA MHOTA MUATAMKa U TpobieMe, TaKO na Cy ce HOM DAaBUIU HEKU
on HajBehux maremaruuapa nouyt Ilutarope, Eykaunna, Ojaepa, ['ayca u
OPYTUX.

Kapa ®punpux [Mayc (1777-1855) 6uo je Hemauku MaTreMaTudap, Gpusm
yap u actpoHoMm. Jlao je k/byuyHa OTKpmhia y rOTOBO CBUM ODOJacTmMMa
Mmaremaruke. Teopuja O6pojeBa My je Ousa jemHa O OMUJbEHUX O0OJIACTUA
MaTEMATUKE W CBOJUM PAaIOM je DONPUHEO y HeHOM paBojy. Koaumko je
OBY OUCIUILJIVHY CMaTPao BayKHOM ITOKa3yje U HeroBa M3jaBa na je MaTeM-
aTUKa KpaJbUIla CBUX HAYKA, MOK je Teopuja OpojeBa KpaJsbUlla MATEMATHUKE.
Hacrasuo je pan Ojnepa u Jleskanapa u moka3ao je jemHy O HajBasKHU-
jux Teopema y obmactu Teopuje OpojeBa - ['aycoB 3akoH penunponuTeTa.
Naxo je cBako o4 OBUX MaTeMaTHYapa MMAO0 PA3JIUUUT 3aIUC OBE TEOPEME,
oHa ce cama ¢opMmynuie y3 nomoh Jlexxanaposor cumboia.

Y oBOM pany je mpuUKasaH jeaH DOKa3 OBE TeopeMe, Kao U HEeKe OJ BaK-
HUjux Teopema u3 oBe obaactu. Crnemehe Tteopeme he ce mompasymeBaTu
y maJjbeM paly U HaBOze ce majbe 0e3 mokasa.

Teopema 1.1. Axo je d najeehu 3ajednuuru desunray yesur b6pojesa a u b,
onda nocmoje bpojesu o u [ maxeu da je aa + b = d.

Crnenujanno, a u b cy y3ajaMHO MPOCTU aKO U CAMO aKO MOCTOje meau 6po-
jeBu o u [ TakBu na je aa + b= 1.

Bpojesu (11,79, ...,7,) YMHE HOTIYH CUCTEM OCTATAKA IO MOIYJIY 1M aKO
[ajy Pas3yinuruTe OCTATKE NMPU OEJheHY ca m.

KRana ce u3 cBemenor ckyma ocrataka m3balie cBu OpPOjeBU KOjU HUCY y3a-
jaMHO TpoCTU ca m, mobuja ce CBeOEeHU CHUCTEM OCTATaKA.

Teopema 1.2. Hexa je ueo 6poj k ysajammo npocm ca damum MoOYAOM M.
Axo bpojesu si, 82, ..., S4(m) wune ceeden cucmem ocmamara no Mooyay m,
bpojesu ksy, ksa, ..., ksy(m) maxohe wune caeden cucmem ocmamaxa no mMooyay
m.

Hedbununmja 1.1. Bpoj npupodnuz 6pojesa xoju wucy eehu 00 damoe npupoo-
HO2 6poja N U Y3ajaMHO CY NPOCMU Ca BUM, M). OPO) eseMEHAMA NPOUEOHHOZ
ceedenoe cucmema 0Ccmamara no Mooyay n oznwavasa ce ca p(n). Pynkyuja p
306e ce QjnepoBa pyHKHIUja.



Teopema 1.3. Axo je n = p"p5? - - - pom wamoncka daxmopusayuja bpoja n,

T (D) () ()

20€ CY P1, D2, vy P PABAUMUNU NPOCAU YUNUOUU OPOJaA T.
Teopema 1.4 (Ojuneposa teopema). Axo je (a,m) =1, a,m € N onda je
a?™ =1 (mod m).

Teopema 1.5 (Mana Pepmaosa Teopema). Axo je p npocm 6poj u p He deau
a,a € N, onda je
a?'=1 (mod p).



2 IlpymMUTHMBHU KOPEH IO MPOCTOM MOMIYJIY

Hedbuuunmja 2.1. Hajmanu 00 npupodrux bpojesa t 3a Koje 8axncu
a'=1 (mod m)
Ha3u6a ce IOPETKOM 6poja a no MOOYAY M U 03HAMABG CE Ca Ty (a).

IIpumep 2.1. Ilopedax 6poja 3 no modyay 11 je 5, jep je 3%,32,3%,3% £ 1
(mod 11), @ 3° =1 (mod 11). A

Teopema 2.1. Ilopedax bpoja a no MoOYAYy M NMOCMOJU GKO U CAMO AKO CY G
U m Y3ajamHo Npocmi.

Iloxkasz. < Axko cy a u m y3ajamuHo mpoctu OpojeBu, onzga u3 Ojiaepose
Teopeme ciaemu na je a¥™ = 1 (mod m). [akme curypro mocrtoju 6ap
jeman 6poj t,t € N rakas ma je a' = 1 (mod m). Hajmamu 6poj ¢ Koju
3a7I0BOJbaBa OBY JEIHAKOCT je TpPasKeHU MOpPeNak.

= Axo je @' = 1 (mod m), omma mocToju mpupoman Gpoj u, TakaB ma je
at = mu+ 1, tj. aa*' —mu = 1. Ha ocuoBy Teopeme [1.2 cremu na je
(a,m) = 1. O

Teopema 2.2. Axo je t nopedax 6poja a no modyay m, mada je a® = 1
(mod m), axo u camo axo t|s. Cneyujaarno, r,(a) | e(m).

Iora3z. < Axko je s =tq, onna je a®* = (a')? =1 (mod m).

= Heka je s = t¢+r. Tana je a®* = a7 = (a')%" = a" (mod m). Kako je
0 < r <t, noma3m OO KOHTPAIWKIMjE€ Ca IMPETIOCTABKOM MOa je t mopenak
Opoja a Mo MOmyJy m. O]

Hepuannuja 2.2. Axo je nopedax 6poja g no modyay m jeowax p(m), 6poj g
Cé Ha3u8a TPUMUTUBHUM KOPEHOM 1.0 MOOYAY M.

IIpumep 2.2. Ilocmampajmo ocmamxe —3,—2,—1,1,2,3 no modyay 7
(p(7) =6). Jlaxo ce nposepasa da cy HUTO8U NOPeMUU No Mooyay 7 jeonaru,
pedom, 1,3,6,3,6,2. Dpojesu 3 u —2 cy npumumusHu Koperwu no mooysy 7.

Dpojesu xoju umajy nopedax no modyay 8 cy 1,3,5,7. Hujedan 00 wuzr wuje
NPUMUMUBHU KOPER jep je nopedakr ceaxoez 00 wur jednax 2, a p(8) = 4. A

Teopema 2.3. Axo je g npumumuenu Kopern no mooysy m, mada 6pojesu

907 917 927 ttt g(p(m)il
0b6pasyjy ceedenu cucmem 0Cmamara no Mooysy M.

Joka3. Ykonuko 6u nocrojanu 6pojesu k u [, taksu na je 0 < 1 < k < p(m)
U BayKU
g°=g (modm),



ouma je 36or (g,m) =1

d"'=1 (modm).

Kako je 0 < k — 1 < ¢(m), crenn na ¢ HUje TPUMUTUBHUA KOPEH IITO je y
CYOPOTHOCTU Ca TPETIOCTABKOM. O

IMocaemuma 2.1. Axo je p npocm 6poj u g NPUMUMUBHY KOPEH N0 MOOYAY D,
mada bpojesu 1,g, g2, ..., "2 0bpasyjy ceedenu cucmem ocmamaxa no mooyny

p-

IIpumep 2.3. ITo modyay 11 6poj 2 je npumumuenu xopen, na bpojesu 1, 2, 22
=4,22=8,21=5,2°=10,20=9,2"=7 28=3, 2 =6 (mod 11) obpasyjy
ceedenu cucmem ocmamara no mooysy 11. A

3anmarak 2.1. Hexa je p > 3 npocm u n npupodan 6poj. Aoxazamu da je

—1 (mod p), axop—1|n,

0 (mod p), unaue
Pememe. Ako p— 1| n, tBphewme ciaemu u3z mame Pepmaose Teopeme.
Heka p — 1 { n u Heka je g UPUMUTUBHU KODEH IO MOIyly p. Kako je
{1,9,9°, ...,g""%} mepmyramuja ckyna {1,2,...p— 1}, cremu na je

(p=n _ 1
"+ 2"+ L+ (p—1)" = 1" g+ g = gg”——l = 0 (mod p)
[

Jloka3 er3mucTeHIije TIPUMUTUBHOT KOPEHA II0 IIPOCTOM
Moy ity

JIema 2.1. Axo je rp,(x) = ab, onda je r,(x*) = b.

Hoxka3. Osnauumo r,(z%) ca v. Kako je (z%)7 = 2% =1 (mod m), cneau
na ab | ay, tj. b| 7.
Tarobe, uz 2% = (%) =1 (mod m), crema na v | b. Iarme, b= 7.

JIema 2.2. Axo je rp(x) =a, ry,(y) =b u (a,b) =1 onoa je rp,(zy) = ab.

Ioxka3. Oszuauumo r,(ry) cay. Tana je zy” =1 (mod m) na je u (zy)"* =1
(mod m), Tj. 27y =1 (mod m). Karo je z7* =1 (mod m), caemu na je
Yy’ =1 (mod m). U3 r,(y) = b3armyuyjemo na b | ay, a momro je (a,b) = 1,
3Haum ga b | y. Amasorso ce mokasyje na a | vy. Hakime, ab | ~.

Tarobe, kako je 2% = 1 (mod m) u 4* = 1 (mod m), omma je m 2% = 1
(mod m) m y® = 1 (mod m). Hame je zy®® = 1 (mod m), caemu 7 | ab.
Ilakne, ab = . O



Jlema 2.3. Hexa je p npocm 6poj, n € Nu f(x) = a,2"+a, 12" ' +...+a1x+ag
je noaurom ca yeaobpojrum xoeduyujenmuma. Axo xomepyenyuja f(r) = 0
(mod p) uma suwe 00 n pewewa (pazsuvumur no mModyay p), onda p | a 3a
ceaxo k=0,1,....n.

Ioxkas. Heka cy 1,9, ..., Ty, Tny1 pemema kourpyennuje f(z) =0 (mod p).
[TonmuuoMm f(x) ce MOMke IpPENCTABUTHU KAO:

f(z) =by(x —x1)(x — x9)...(x — ) (1)
+ b 1(x —z1)(T — x2)...(T — Tp1)
+ ...
+ b1 (x — 29)
+ by

N3zabepumo najupe b, = a,. 3atum 6upamo b,_; Tako Ja Cy KOe(UIUjeHTH
V3 T,_1 Ca OeCHe CTpaHe y 30Upy jeIHaKU a,_1. Ha nctu HauymH ce nodujajy
koedunujenTu b, o, ..., by, by.

Cana kana ce y jemnauwuau (1) x pemoMm 3aMeHu ca Iy, Tsg,...,Tnp1, AOOUja
ce naplby, p|bi, ..., p| by, omakne cremu na Cy mosasHU KOeYUIN)EeHTU
ai,as, ..., a, Takobe memuBu ca p. O

Teopema 2.4. 3a ceaxu npocm 6poj p NOCMOJU NPUMUMUSHY KOPEH MO MO-
dyay p.

Iloka3. 3a p =2 moka3s je rpuBujasan. [Ipermocrasumo ma je p > 2. Hera
je
{rp(1),75(2), s (0 = D} = {7172, -+ %}

Tj. V1,72, .-,V Cy CBU paznumuutu nmopernu 6pojesa 1, 2,.., p—1. Heka je S
HajMaBkbU 33ajeHUYKN caap:kaJjian OpojeBa 7,7, ...,7Y- W HeKa je
S =@ - ¢, merosa KaHOHCKa (akTopusanuja. lama 3a CBaKo ¢
nocToju 6ap jemHO v; Tako ma je 7v; = B¢;“. AKO cana 03HAYMMO Ca C; OHA]
ox 6pojesa 1, 2,.., p—1 3a Koju BaxkU 1,(cj) = 7, OHIOA je HA OCHOBY JIEMe
2.1 r,(c;%) = ¢, Tj. 3a d; = c; rp(d;) = ¢;*. 3a 6poj g = dydy---dy u3 neme
2.2 cnenn ma je 1,(q) = (1 *...qx** = S. To 3maunm mna S | ¢(p) =p— 1.
Kako cama cBu 6pojesu 7i,7s, ..., 7, Aeie S, jemmaunna r° =1 (mod p) uma
pememe 3a cBako = € {1,2,...,p — 1}. Tana npema memu Mopa OuTu;
p—1<S,axraro S|p—1, cienu na je S =p—1u g je IPUMUTUBHA KOPEH
0 MOIYJAY P. O




3 KBampaTHmM ocrTamm

Heduannuja 3.1. Hekxa cy m, n u a yeau 6pojesu, m > 1,n>1 u (a,m) = 1.
Kaxce ce da je a ocrarak n-Tor cTemeHa N0 MOOYAY M KO KOWZPYERUU]GQ
2" = a (mod m) uma yeaobpojrus pewema. Y cynpomuom, a je HEOCTATAK
N-TOT CTEIEHA.

Cnenujajano, 3a n = 2 ocTarak ce Ha3UBa KBAAPATHIIM.

IIpumep 3.1. Kaxo je 5 = 3 (mod 11), snawu da je 3 xeadpammnu ocmamax
no modyay 11.

ITowmo jednauuna x* = 3 (mod 7), caedu da je 3 Keadpammu Heocmamar no
Mo0yay 7. A

Teopema 3.1. 3a damu wenapan npocm 6poj p u ueo 6poj a, pta, jeOHaUUHA

7?2 = a (mod p) uau Hema pewema, UAU UMA MAUHO 084 PEWERHA Y CKYNY

{1,2,....,p—1}.

Jloka3. [IpernmocTaBuMO na maTa KOHICPYEHIMWja WMa pelmema U Oa je
r € {1,2,..,p — 1} jemno on mux. Axo je y> = a (mod p) 3a Hexko
y € {1,2,....,p — 1}, ako je y # x To 3maum ma je y?> — x®> = 0 (mod p),
tj. p|(y —x)(y + x). Kako je p mpoct 6poj ouma p |y —x nnu p |y + x, a
nomTo je x,y < p— 1 cienu na HUXOBa Pa3jIUKa HE MOKe OUTU NeJbUBa Ca
p, Tj. p|y+x a to je moryhe camo ako je r +y = p. Kako je p memapas,
r m y Mopajy outu mebhycobHO paznmuuTu. [

Hepununmmja 3.2. 3a damu nenaparn npocm 6poj p u ueo 6poj a, Jleskanapos
cuM0O0JI (%) ce defunuwe Kao

1, axo pta u a je keadpamuu ocmamax  (mod p);
a
<—> =14 —1, axo pfa u a je keadpamnu neocmamar  (mod p);

b 0, akop|a

ITpumep 3.2. Jacno je da je (%2) =1 3a ceaxu npocm 6poj p u yeo 6poj x 3a
Koju p 1 x. A
Ipumep 3.3. Ilowmo je 2 xeadpammu ocmamax no modyay 7 (32 = 2), a 3

mo wuje, umamo () =1 u (2) = —1. A

Teopema 3.2. a = b (mod p) nosaauu (%) = (%)

Iloxa3z. Tepbeme cnenu u3 nedpuuunyje. O



Teopema 3.3 (Ojrepos kpurepujym). a'z = (%) (mod p).

Iokas. Tepbhemwe je TpuBujanuo ako p | a.

[IpernocraBumo na p{ a. Heka je g IpUMUTHUBHU KOPEH 11O MOIYIy p (OH
nocroju Ha OcHOBY Teopeme [2.4)). Tama je cBakm ocrarak IO MOIYILy p
sanat ca ¢, i € {0,1,...,p — 2} (nocnemuna . Kako je r, =p—1, onna

p—1 i(p—1)

je (¢ =g = =1 (mod p) ako u camo aro 2 | .

Ca apyre crpase, ¢' je KBaApaTHM OCTATAK IO MOIYJIY P AKO IOCTOjU
J, j € {0,1,....p — 2} TarBo ma je g% = ¢' (mod p), Tj. 2j = i (mod p).
To Basku camMo ako 2 |7 Tj. ako (gl)pz;1 =1 (mod p). O

Teopema 3.4. Jlencanopos cumbon je MYAMUNAUKGMUBAH, Mj. 36 C8E Uene

bpojese a,b u npocm 6poj p, p > 2 eaxncu (a—b> = <9> (9)

p p p

ITokas. Ha ocuoBy OjaepoBor KpurepujyMa Basku <“7f7> = (ab) = (mod p)

u (%) <%> =a7 b (mod p), ma je (%’) = (%) (%) (mod p), Tj. (%’) =
(3) () 0

Banarak 3.1. Ilocmoju npupodan bpoj a < |/p+1 Koju je Keadpammnu neocmamax
no moodyay p. oxazamu.

Pemreme. Heka je a HajMamu KBagpaTHU OCTaTak oo Momyy p u b = [E]4-1.
KRako je 0 < ab—p < a, ab— p mopa Outu kBanpatHu ocratak. Tana je

(50 -GGG - G)

[Ipema Tome, b Mopa OWTM KBaApaTHW HEOCTaTak, Ma je a < b < 241 <

]%1 + 2, omakJse caemu TBpheme. O

Teopema 3.5. 3a ceaxu npocm bpoj p > 2 saxncu (’71) = (—1)p51.
Hoxa3. Tepbheme Basku #a ocuoBy OjmepoBor kpurepujyma 3a a = —1.
O]

IMocaemana 3.1. Ceaxu npocm deaunay 6poja x* +y* (npu wemy cy v,y € N
yaajammo npocmu bpojesu) je uau obauka 4k + 1,k € N, uau je jeonax 2.

Ioka3. Heka je p memapa: mpocT genuial 6poja obauka z2 + y?, Tana je
2 = —y? (mod p). Cnequ na je 1= (_Ty2> = (%) (%) = (—1)%. Onarie
jep=1 (mod 4).



Teopema 3.6. Heka je g npumMumuety KopeH no HENAPHOM NpOCmMOM MOOYAY
p. Pazmampamo wezose excnonenme mamwe 00 p. Ilapru excnowewmu cy KoH-
2PYEHMHU KEAOPAMHUM 0CMAYUMA, & HENAPHU KEAOPATMHUM HEOCTNAUUMA N0
MOOYAY P.

Ioka3. Bpojesu obauka ¢, ¢ € {0,1,....p — 2} 0bpasyjy cBeleH cucrem

. . -\ p—1 -p—1
ocrartaka mo Moxyiy p. IIpema OjmepoBom kpurepujymy, (¢') 2 =gz =

+1 (mod p). Bumu ce na je gt =1 (mod p) axo u camo axo je p—1 | i1,

Tj. ako m camo ako 2 | i. Takobe je m gt =1 (mod p) ako u camo ako
24 1i. 0

IMocaemuma 3.2. 3a damu npocm 6poj p mehy bpojesuma 1,2, ....p — 1 uma

—1
ma1yHo PT nea@pamnum ocmamarxa (u ucmo moaukxko %saépamnux H@OCTTL(LTTLCL’E(I).

3a meo 6poj a m k € {1,2,...,p'}, rae je p’ = 21 mocroju jemumcreno ry,

re € {-p,....,—1,0,1,....p'}

TakBo na je ka = ri (mod p). Taunuje, cBako 1y MOpa OUTU jeqUMHCTBEHO

MO ancoJyTHOj BPEMHOCTH, Tako Aa je |rif,|raf, ..., |r,| mepmyTammja cryma
1T T/

{1,2,...,p'}. Tana je a® = 1“1'_22“.:"::;3/“ = o (mod p). Cana je r, = eg|rl,
rzae je g, € {—1,1}.

a

Teopema 3.7. Baxcu <5> = €169+ " Ep.

Iloka3. Teopema Basku Ha ocHOBY OjiepoBOr KpuTepujyMma. [
p=1
2
Teopema 3.8 (I'aycosa nema). Baxcu <%> = (—1)*, 20e je s = Z[Zﬁfa]
k=1

Hoxra3. Bpoj s npencrasma 6poj onux 6pojesa u3 ckyna {a,2aq, ..., (p%l)a}

KOju Tpu nOebemy ca p majy ocrarak sehum om L. Heka cy ri,rg, ..., 7

2
. p—1 .
Tux s Opojesa, a ly,ls,...,t; npeocramux 5= —s. Ilocmarpamo Gpojese
p—1T1, P—To, ..., p—7rs. Ouuraenuo je ma cy c¢Bu MelhycoOHO pa3anyuTH.
Taxkobe Bakm na 3a cBako 4, Baxu p — 1; # t;. Kakxo cy cBu OpojeBnu
Pa3IUYNATH, MambK O & 1 mMa ux r=l cremu ma cy OHM mEpMyTALUja CKYIA

2
1,2,.., 21 Taxko je:
(p—ri)p—ra2).(p—ro)tate. ty=1-2- .- ——
-1
(-1)87’1T2...7’5t1t2...tk =1-2-...- T (IIlOd p)

(—1)%a-2a- ... <E)a51-2~...-p;1 (mod p)
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Teopema 3.9. Baxcu <%> = (-5 = (—1)%_

p—1

2
Ioka3z. Tlo INaycosoj jgemu Baku (%) = (—1)%, rme je s = Z[%] Y oBoOj

=1
7%1] opojeBa jemnako 0. To 3nHaum ma je mpeocTasmx
(2] jemmaro 1. Tanma je s = &5t — [21] = (22
(mod 8), a memapuo 3a p = +3 (mod 8).
Kako mpoct 6poj p Moxke maBatu OCTaTKe +1 u +3 npu mememy ca 8, BaKu
na je 3a p = +1 (mod 8) uspa3s pT_l napas, a 3a p = £3 (mod 8) memapau

Ha OCHOBY uera cjenu TBpheme. O]

p—1
2

| mTo je mapuo 3a p = +1

CyMU je TadHo |

Teopema 3.10. 1° —2 je xgadpamnu ocmamar no MOOYAY P aKO U CAMO AKO
jep=1urup=3 (mod8).

2° —3 je keadpammuu ocmamax no modysy p axo u camo axo je p =1 (mod 6).
3° 3 je ksadpamwu ocmamarx no mMooyay p axo u camo axo jep = +1 (mod 12).
4° 5 je xeadpammuu ocmamar no mooyay p axo u camo axo jep = +1 (mod 10).

Iloka3. TBpbhema ce mokalyjy Ha CauvaH HAYUUH KAO IPETXOJHA TEOopeMa.

]

2 2001
Bamarak 3.2. HMspauynamu [5553] + [5053) + [5503) + - + [3503)-
Pememe. Ha ocuoBy Ojneposor kpurepujyma 1 TeopeMe Baskm 21001 =
(555) = —1 (mod 2003). Haxxe, 2003 | 2/(2'°0! +1) = 21001+ 4 27 5 kako 2003
me mesu mu 2001 gy 2¢ comenum

21001+i 21 21001+i + 21
= ~ 1.
{ 2003 } * [2003] 2003

Cabupamem jemnaxoctu 3a ¢ = 0,1,...,1000 mobujamo ma je TpaskeHa cyma

. 2 2001 2002 _
jempaka DL 1001 = 2 — 1001. O
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4 T'aycoB 3akOH penumponurTeTa

Muoru marematuvyapu, yranyuyjyiu Ojiaepa u Jleskangpa mmanu cy
cBOje (hopMyJianuje oBe TeopeMe 1 De3yCIEeNIHO Cy MOKYIIaBaInd 1a je TOKa-
&y, cBe nmo 1801, rama je I'ayc oOjaBmo mpBu IOOKa3 y CBOjOj KHBU3U
Disquisitiones Arithmeticae. Ty je HazsuBa (QyHAMMEHTATIHOM TEOPEMOM
FOBOpEeNY na Ce OHA 3aCUTyPHO MOPa CMaTpaTU HAajeJeTaHTHUjOM Teope-
MOM cBoje Bpcre. Takobe, o BaHOCTH OBe TeopemMe T'OBOPW U TO Ja jy
je T'ayc 3Bao cBojom 31atHOM TeopemoM. OBa Teopema OMOryraBa JIAKO
nspauyHaBame Jleskangposor cumbosa. [layc je ocMumcano ykymHO ocam
[OKa3a OBe TeopeMe, NOK MX JaHAC MOCTOjU IPEKO ABECTA.

Teopema 4.1 (I"aycos 3akon penunpormrera). Heka cy p u q pasiuuumu
npocmu 6pojesu. Tada saxncu:

()

Hoxka3z. [locmarpamo mapose obuumka (qr,py), tme je 1 < x < ’%1
1<y < %. Jacuo je ma Hu y jemmom mapy Huje qr = py. Hera cy A
u B CcKynmoBu 3a KOje BayKu PeIoM ¢r > py, OMHOCHO py > qr. 3a ckym A

Basku 1 <z < ’%1 nl<yc< % a je KapIuHaJHOCT CKyma A jemHaka

-5t

u

Ilame je

02[% :pz{pﬂLq } Zx—i [2(P+q)x] )

r=1 r=1 p

Kama ce —1 cremenyje mobujeHoMm cymMoM Ha OCHOBY l'aycoBe jieme u Te€O-
peme ce mobuje

- ()0)-(29-()

Crauuny ctBap ypaaumo 3a ckyn B. Kako mapoBa uma %“((171)7 cjenu

()
[]

IIpumep 4.1. (&) = ( ) ( ) (i) ( ) ( ) Lamwe, npema 3a-
KOHY peuunpouuzgggma ]620020(1) ) (2%) = — (2(1)(5 :20_031 w (i) — (M) =

(%) = (%) = —1. Zobujamo (m) —1, mj. 814 nuje %ea()pig%nu ocrfzzzmcm

no modyay 2003. A
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5 3anaim

3anmarak 5.1. Hexa je p nenapan npocm 6poj, a,b,c € Z u npemnocmasumo
da p1a. Tada 6poj pewema jedrnawune

ar® +br+c=0 (mod p)

y ckyny {0,1,...,p — 1} usnocu 1+ (%ﬁ“). Zoxaszamu.

Pememe. Kana uspas TpancopMummemMo MHOKEHEM ca 4a U J0JaBaH-eM U1
omysuMmameM b? mobuja ce

ar? +bx +c=0 (mod p) < 4a*x® + dabz +b* — b* + 4ac =0 (mod p) <
(2az + b)? + 4ac — v = 0 (mod p) <= (2az + b)* = b* — 4ac (mod p),

. 2_ . .
tj. (%=%a¢) = 1. Kako oBa jemHaurHa MMa WJIM HUjeIHO WJIM TAYHO IBA
p

pemema, ciaenu Aa je 6poj pemema 1+ (—1’2;4“). u

Sanarak 5.2. Jokazamu 0a je 6poj pewena (r,y) xonepyenuuje x° — y> = D
(mod p), sapt D, jeonax p — 1.

Pememe. TBpbheme crnenu u3 yummeHunne na je 3a QUKCHO y OpoOj pemema

KOHT'PY€EHIA]e x? = y2 +D (mod p) jemHAK <y2;D> +1. 0

3anarak 5.3. I[locmoju au npupodarn 6poj x maxas 0a 8aWCU

1999 | 2* + (z + 1)*?
Pememe. Kana Tpanchopmumemo nspai nobujamo

2+ (z+1)*=0 (modp) <= 42> +42+2=0 (modp) <

(2r+1)*>=-1 (mod p) <= (%1) =1,

mTo je moryhe ako m camo ako je p obsmra 4k + 1. Ilakme, He mocToju
TakaB OpOj . O]
3anarak 5.4. Hexa je p nenapan npocm 6poj eehu 00 3.

(i) oxazamu da je cyma ceux K8AOPAMHUT 0CMAMAKG O MOOYAY P 0eHUBH
ca p.

(i) Axojep =1 (mod 4), dokazamu da je cyma ceuxr K8a0PAMHUL 0CMAMAKA
no Mooysy p jeoHaKa %.
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Pememe. (i) Heka je ¢ npuMuTuUBHM KOpeH mo Momyiay p. Tama je 36up
CBUX KBaJPATHUX OCTaTaKa IIO MOLYJY p KOHI'DYEHTAH Ca

p—1 _ 1
PPt rgt=t
gc—1

IITO je meJbuBO ca p 30or p > 3.

(17) 3a cBako k € 1,2,...,2’%1 BaKI

p p p)\p p)’
omakjge cJaemd na ce KBaAPATHU OCTAIld IO MOAYJIY p jaBibajy y meby-
COOHO MWC]jYHKTHUM ITapoOBWMAa Yy KOjuMa je 30up ujJaHOBa jemHak p. Kako
KBaApaTHUX OCTATaKa MMa 7%1, 3HAYU J1a IapoBa UMa ’%1, na je 306up cBuUx
KBaApaTHUX OCTATaKa IO MOMYJIY P jeTHAK ’@.

]

Samarak 5.5. Axo je p menapan npocm b6poj, dokazamu da je npouseo?lceu:c
p

K8a0PAMHUL 0CMAMAKG N0 MOOYAY P NO UCTNOM Kowepyewman ca (—1)72 .

Pememe. Axko ca ¢' 03HAUNMO IPUMUTUBHA KOPEH IO MOLYJIY P, IPOU3BOI
CBUX KBaJApPATHUX OCTATaKa IO MOAYJIY p he OUTU KOHIDYEHTAH Ca

i D) pol ptl il

]

3anarak 5.6. Hexa je npocm 6poj p > 3 obauxa 4k + 3 u q = 2p + 1 maxohe
npocm 6poj. oxazamu da je y mom cayuajy 6poj 2P — 1 caoxncen.

Pememe. 3a cBaku mpocTt Opoj ¢ Baku

q—1 2 q+1
277 = (1—)) = (—1)[%1 =1 (mod q)

Kako je ¢ =7 (mod 8), cremu na je 6poj 2P — 1 messus ca q. O

3anarak 5.7. Uspauynamu epednocm Jlenwcarndposoz cumbonra (’1—?3)

Pememe. Kako je —63 = (—1)-3%-7, Baxnu

()~ () () ()= G ()
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Iame, 3maMo na je (I—l) = (—1)112_1 = —1. IIpema I"aycoBom 3akoHy pe-
OUIIPOTETA CJIe O (ll) 11) = (—1)112_”2;1 = —1, Tj. Bawknu (l) - _ (H) —

¢ ( 11 7
_ (%) - _ (%) = —1. KonauHo,

]

3anarak 5.8. Jloxazamu da 6poj 2" +1 nuje denus HujedHuM npocmum opojem
obauka 8k + 7.

Pememe. [IpernocTaBuMO CynpoTHO, HEKa MOCTOjU TPOCT OPOj p obIUKA
8k + 7 Taka ma 8k + 7 | 2" + 1. Hexka je n mapan 6poj, n = 2t. Tana je
(2?2 = 2" = —1 (mod 8k + 7), ma je —1 KBaJgpaTHU OCTATaK MO MOMIYJIY P.

C npyre crpane, Baxku
_1 8k+6
=(=1)"2 =-1
(7)==

mTo je KoHTpamukiuja. Heka je cama n Hemapan 6poj, Tj. n = 2t + 1.

Canma je (2171)2=2-2" = —2 (mod 8k +7), ma je —2 KBamZpATHU OCTATAK TIO
Momyay p. Kako je (#”) = (—1)[8k41+8] =1, a (ﬁ) = —1, 3naun

-2\ _ =1\ (2 _

1) \11)\11) 7
IITO je KOHTPAAUKII]A. 0

3anarak 5.9. Hahu cee npupodne bpojese n maxse da 2" — 1| 3" — 1.

Pememe. Ouurnenno, jemno pememe je n = 1. IlpermocraBumo na uma
jom pemewma. Heka je n > 1. Jacno je ma 2" — 1 He cMme OuTH Oe/BUBO Ca
3 (313" —1). Kako ocramu cremeHa IBOjKe TpU OeLemy ca 3 00pasyjy

au3 2,1,2,1,..., Tj. 3a mapuo n Baxku 3 | 2" — 1, ma 3armyuyjemMo na je n
Hemapas 6poj. Cama mocMaTpaMo OCTATKE MPU AeJ/belhy CTEeleHa OBOjKe ca
12. Onu obpa3syjy vu3 2,4,8,2,8, ..., ma 3a cBaKo HemapHo n Baxku 2" —1 =7

(mod 12). Kako 2"—1 moske nmaTu npocre pesauorne obnuka 12k+5 u 12k+1,
3aKJbydyjeMo ma Mopa mMaTtu Oap jeman obismra 12k 4+ 5 3aTo mTo Ou y
cynpoTHoM 6uio 2" — 1 = +1 (mod 12), mTo cMo Bumenu na HUje Ciydaj.
Ha3zosumo Takas mpoct gemaunar p. M3 ycinosa 3amatka ciaemu p | 3" — 1,
tj. 3" =3 (mod p). Kako je n memapan 6poj, 3HaumM na je 3 KBaApaTHU

ocraTak mo moaynay p. Tama je mpema 3aKOHY KBaAPATHOT PEMUNIPOIUTETA
3—1p—1

<§> (159) = (-1)"z =, omakiue cieau

p
p) 12k4+5-1
“)=(=1) 2 =+l
<3 ( ) )
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¢ npyre ctpane, kako je p = 12k +5 = F1 (mod 3), caenn

)-(5)-=

TO je KOHTPAAUKIIA]a. O

3amarak 5.10. Axo npocm 6poj p obauxa 4k — 1 deau 36up xeadpama dsa
npupoona bpoja, dokazamu da cy onda mu Opojesu 0enusYy Ca P.

Pememe. [IpernocraBuMoO cynmpoTHO, Tj Oa 3a HeKe MPUPOAHHE OpojeBe a
u b Koju HUCY mesbuBu ca p Basku p | a® + b2 Tana je

a’> = —b* (mod p),

3aKbYUyjEMO ma je

C mpyre crpane BasKu

5)-G)E)-F)-
p p/)\p p ’
TO je KOHTPAAUKIIA]a. O

3amarak 5.11. Hexa je p npocm 6poj obauxa 4k + 3. oxazamu da 6poj
22—z + I%l Hnema npocm darxmop obaura kp — 1.

mod ¢), rue je mpoct 6poj u g = kp— 1.
Tana Basxu q | (22 + 1) + p, Tj. <;> = 1.
C mpyre crtpane je

(- Q- ()R-

Samarak 5.12. Hexa je p npocm 6poj. oxaszamu da nocmoju x € 7 maxeo
dap|x*— 1+ 3 axo u camo axo nocmoju y € Z maxso da p | y* —y + 25.

Pememe. Hera je 22—z + 2 =0 (
p

]

Pememe. 3a p = 3, tBpbeme je TtpuBujamuo. Ilocmarpajmo ciaydajeBe
kanma je p > 5. Kako je p | 2* — x + 3 exkBuBasentHo ca p | 4(z*> —x + 3) =
(2r—1)%+11, neo 6poj x mocToju ako U camo ako je —11 kBagpaTHU OCcTaTaK
no momyny p. Caudro, ykoauko p | y*> —y + 25, 3naun p | 4(y* —y + 25) =
(2y — 1) + 99 mTo je TauHo ako u camo ako je —99 KBaJpATHU OCTATAK.

p p p ’

Basku TBpDheme 3amaTka. [
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3anarak 5.13. Odpedumu cee napose npupoorux bpojesa (r,n) xoju cy pe-
wema jeonavune x> + 2x +1 = 2",

Pememe. [Iposepom ce mobuja ma 3a n = 1 jenHaunHa HeMa pelmiema, a aa
je 3a n =2 jenuno pememe r = 1. JJokakumo ma 3a n > 3 HeEMa pelIlemna.
[IpernocraBumo nma je (z,n) pememe jemmaumse, rge je n > 3. Kako
3| z(x*+2), (jep 31z = 3| 2% +2), mopa 6utu 2" = 1 (mod 3), na je
n mapan 6poj. Hame, Basku 2" +2 =23 +224+3 = (z+1)(2> —x +3) n
2" je MOTHYH KBaOparT, Ma CJIean Aa je —2 KBaJIpPaTHU OCTATAK IO CBAKOM
HemapHOM TpocToM gesuony 6poja (z+ 1)(z? — z + 3). Tana je

(- ()R- o

onmakJie ciaenu na je p oonumra 8k + 1 mnm 8k + 3.

Kako je 22—z + 3 yBek Hemapan 0poj, 3Haun ga z + 1 Mopa OUTU mesbuB ca
2, anu He cMe Outn nepuB ca 4 (412"42 3an > 2), na gaje ocrarak 1 nian
5 npu gememy ca 8. Ako je x =1 (mod 8), Tama je 22 —z + 3 =3 (mod 8),
na je (z+ 1)(2> — 2+ 3) = 6 (mod 8). MebyTtum, 3a n > 3 je 2" + 2 = 2
(mod 8), ma mobujaMo KOHTDA,IUKIA]Y.

Axo je x =5 (mod 8), Tana je 22 —x+3 =7 (mod 8). Ceu npoctu menuorm
oBor Opoja mHe Mory Obutu obsmka 8k + 1 unu 8k + 3 jep Ou oHma U cam Taj
6poj 6uo obaura 8k + 1 unu 8k 4+ 3. Taro mobujamo ma je jemuHo perreme
jemuaunue (x,n) = (1,2). O

Samarak 5.14. /loxazamu da 3a ceaxu mpocm b6poj p > 5 nocmoje dsa y3a-
cmonHa npupoora bpoja xoja cy oba K8adPAMHU 0CMAUY NO MOOYAY D.

Pememe. Ykonuko je 10 KBagpaTHu ocTaTak MO MOLYJIY P, Tamda Ccy Opo-
jesu (9,10) Tpaskenu map (kako je 9 HOTIYH KBaApaT OH je KBaJPATHU
ocraTtak mo Mmonyiny p). IlpernocraBumo na 10 HUje KBAAPATHU OCTATAK 11O

p p p 7

ma bap jeman on 6pojeBa 2 uiu b Mopa OUTU KBaAPATHU OCTATAK IO MOIYJIY
p. YKOIUKO je 2 KBaApaTHU OCTATAK IO MOAYJNIY p, Tazxa je (1,2) rpaskenu
nap (1 je kBagpaTHM OCTATAK), & aKO je H KBAAPATHU OCTATAK 11O MOIYJLY
p, Tana je (4,5) rpaskenu map 6pojeBa (4 je KBaIpaTHM OCTATAK). [

Sanarak 5.15. Hexa je n npupodan 6poj obaukxa n = 4m? + 3, 20e 3 1 m.
IHoxazamu da nocmoju npocm deausay, 6poja n obauxa 12k + 7.

Pememe. Heka je p mHekm mpoct menmiar; Opoja n. Kako je n Hemapasn
6poj, 3Haun ga he m p 6utu Takobe memapan. Baxu —3 = 4m? = (2m)?
(mod n), ma je —3 kBagpaTHU ocTarak o Monyixy n. Tana je mo I'aycosom
3aKOHY PEIUNPOIUTETA

=3 o6



17

Kako je p memapan mpoct 6poj, o Mopa b6utu obauka 3k — 1 umu 3k + 1.
1 3—1

Heka je p obmuka 3k — 1. Tana saxm (§) = (F) = (—1)2 = —1, mro je
KOHTPAaIUKINUja, Tj. p Mopa omTtu obsmka 3k + 1.

[Tomro cy cBu menmonu 6poja n HemapHW, CBAKW O HUX Aaje WM OCTATAK
1 mau ocrarak 3 npu mememy ca 4. Ako Ou CBakM MpOCT mesmiial Ouo
KOHTpyeHTaH ca 1 mo momymny 4, oma 6w Baxkmao n = 1-1----1 =1
(mod 4), mTo Huje Tauno kako je n = 3 (mod 4). lakse, Mopa mocrojaTu

MIPOCT AejuJial p Opoja n Koju 3ad0BOJbaBa cjelnehe KOHTDYEHIUje
p=1 (mod 3),

p=3 (mod4).
I[TocmaTpajyhm cBe ocraTke Koje p MO:Ke HaBaTy MpU Oesbewmy ca 12, mo-
6ujamo ma je jemuuo moryhe p = 7 (mod 12), tj. p = 12k + 7, wro je u
TpebaJio JOKa3aTH’. O]
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